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Введение. Пространственно-локализованные солитонные топологические решения нелиней-
ных классических полевых уравнений возникают во многих физических системах . Их классифи-
кация связана с наличием гомотопического инварианта Q, физически интерпретируемого как 
число солитонов . В релятивистской теории поля к числу подобных солитонных решений отно-
сятся скирмионные конфигурации в моделях семейства Скирма [1–3], вихри в абелевой модели 
Хиггса [4], инстантоны в модели Янга–Миллса [5] и монополи в теории Янга–Миллса–Хиггса 
[6; 7] . Характерной особенностью таких солитонов является существование топологического 
ограничения на полную энергию полевой конфигурации ,E c Q≥  где для самодуальных муль-
тисолитонных конфигураций константа c равна единице . Единственным исключением из линей-
ного закона роста энергии солитонов с увеличением их топологического заряда являются топо-
логические решения модели Фаддеева–Скирма [3], классификация которых задана первым инва-
риантом Хопфа Q c  h π3(S
2), соответствующим отображению φ : R3 → S2 . В этом случае 
выполняется условие Вакуленко–Капитанского [8] 
3
4  .E c Q≥  
Другой характерной особенностью солитонных конфигураций модели Фаддеева–Скирма, 
так называемых хопфионов, является то, что при больших значениях индекса Q они представля-
ют собой замкнутые струнные конфигурации различных типов, в том числе тороидные узлы 
и сложные переплетения перекрученных петель [9] . 
Поскольку данное отображение является первым в иерархии топологических отображений 
Хопфа S4n–1 → S2n, n c , очевидно существование обобщенных солитонных решений модели ти па 
Фаддеева–Скирма в пространствах с высшим числом измерений . В данной работе показано что 
энергия подобных полевых конфигураций, задающих отображение φ : R4n–1 → S2n _ R2n+1 в d = 
 (4n – 1)-мерном пространстве, ограничена снизу условием ,E c Q l≥  где c > 0 и (0,1) .
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Обобщенная модель Фаддеева–Скирма. Рассмотрим фунционал энергии действительного 
скалярного поля φ 
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где ω – дифференциальная форма объема на вакуумном многообразии S2n и ||  . || – L2-норма . Оче-
видно, что случай n = 1 соответствует обычной модели Фаддеева–Скирма в трехмерном про-
странстве и при любых значениях n структура функционала (1), в соответствии с теоремой Де-
рика, согласуется с наличием пространственно-локализованных решений . Топологическое огра-
ничение на асимптотическое значение скалярного поля φ(x) → φ0 c S
2n при x → ∞  обеспечивает 
компактификацию открытого пространства R4n–1 в гиперсферу S4n–1 и полевые конфигурации 
классифицируются в соответствии с гомотопическим классом отображения 24 1( ) .
n
n S−π  
Случай n = 2 соответствует второму отображению Хопфа S7 → S4, эквивалентному проекции 
единичной сферы в пространстве H2 на проективную прямую HP1 . Скалярное поле в этом слу-
чае может быть представлено в виде кватернионного дублета Z  = (q1, q2), Z 
@Z = 1, q1, q2 c Q, па-
49
раметризующего сферу S7 . Учитывая связь образующих алгебры кватернионов с алгеброй ма-
триц Паули, можно убедиться, что в этом случае φa(x) = Z @γ aZ, где 4 × 4 матрицы γ a c SO(5) 
удовлетворяют алгебре Клиффорда: {γ a, γ b} = 2δab . Простейший обобщенный хопфион этого 
класса тогда задается параметризацией
 q1 = sin f (x)e i(ω(x)σ), q2 = cos f(x)e i(υ(x)σ), 
где два триплета полей ω(x), υ(x) параметризуют две сферы S 3, являющихся в S7 прообразами 
точек на S4, связанных вторым инвариантом Хопфа . 
Заметим что 24 1( ) ,
n
n nS G−π ×   где Gn – конечная абелева группа, изоморфная произведе-
нию конечных циклических групп [10] . Первыми группами этой последовательности являются 
G1 = 0, G2 = 2, G3 = 0 и так далее . Таким образом, поля, задающие высшие отображения Хопфа, 
характеризуются целочисленным топологическим инвариантом Q, а также дополнительными 
инвариантами, связанными со свойствами конечных циклических групп . В дальнейшем мы не 
будем учитывать эти дополнительные инварианты . 
Топологический заряд Q по определению задан как число зацеплений компактных про-
странств, представляющих собой прообраз двух регулярных значений φ . В явном виде 
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где Ω2n – объем гиперсферы S
2n и α – (2n – 1)-форма, определяемая условием  .da ∗= ϕ w  Подобная 
форма всегда существует поскольку H2n(R4n–1) = 0 и форма ∗ϕ w  замкнута . 
Предположим, что поле φ задано на компактном носителе, т . е . многоообразие {x : φ(x) ≠ φ0} 
является компактным . Докажем, что в этом случае для любых регулярных квадратично инте-
грируемых скалярных полей, задающих отображения Хопфа φ : R4n–1 → S2n и удовлетворяющих 
асимптотическим условиям φ(x) → φ0 и dφ → 0 при ,x → ∞  энергия обобщенных хорфионов 
ограничена снизу неравенством
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Поскольку поле φ задано на компактном носителе и существует определенная выше козамкнутая 
(2n – 1)-форма α, то из определения (2) следует, что в соответствии с неравенством Гёльдера [11]
 
, ,
p q
cQ d d= ∗a a ≤ a a   (3)
для любых p, q c [1, ∞), удовлетворяющих условию p–1 + q–1 = 1 . Здесь ||  . ||r обозначает L
r-норму, 
c – положительная константа и ,⋅ ⋅  – L2-внутреннее произведение . 
Положим 
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Тогда, в соответствии с неравенством Соболева [12],
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где p–1 = r–1 – (4n – 1)–1 . При выборе (4) очевидно r = 2 и следовательно
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где мы несколько раз воспользовались тем, что форма α задана на компактном носителе . Таким 
образом,
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Свяжем теперь правую часть формулы (5) с энергией конфигурации . Заметим, что член 
2
∗ϕ w  возникает в (1), т . е .
 2
2  .E∗ϕ w ≤   (6)
Далее, воспользуемся неравенством Гёльдера (3) и заменим член 
q
∗ϕ w  на произведение 
двух форм
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где параметр s выбран таким образом, чтобы ограничить член 
s
∗ϕ w  по сравнению с членом Ди-
рихле 
2
2dϕ  в функционале (1) . С этой целью рассмотрим набор векторов {X1, X2, …, X2n} c TxR
4n–1 . 
Тогда, по определению возврата формы объема ω,
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∗ϕ w = ϕ ϕ ϕ ≤ ϕ ϕ ϕ
т . е . 
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и следовательно,
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Таким образом, параметр s следует выбрать как s = 1 / n . 
Рассмотрим положительно определенную на координатном пространстве R4n–1 функцию 
u ∗= ϕ w  и определим параметры a, b, ρ, σ так, что (заметим, что выбор параметра a фиксирует 
параметр b, а выбор ρ фиксирует σ) 
 a, b c (0, q); a + b = q, ρ, σ c (0, 1); ρ–1 + σ–1 = 1 . 
Тогда, в соответствии с неравенством Гёльдера,
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Выберем теперь значения параметров a, ρ так, что 
1
a
n
r =  и bσ = 2 . Легко видеть, что един-
ственным выбором является
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и неравенство (8) принимает вид
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Подстановка (10) в неравенство (5) с учетом формул (6) и (7) приводит к следующему соот-
ношению:
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Таким образом, учитывая (9), мы приходим к неравенству 
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устанавливающему нижнюю границу на энергию обобщенного хопфиона в d = (4n – 1)-мерном 
пространстве на компактном носителе .
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Для доказательства этого неравенства на открытом многообразии предположим, что поле φ 
на асимптотике ограничено требованием конечности функционала энергии (1) . Рассмотрим по-
следовательность гладких отображений φi : R
4n–1 → S2n на компактном носителе, сходящихся 
к φ(x), т . е . зададим φi(x) = φ(x) для всех ix x≤  и φ(x) = φ0 при 1 .ix x +≥  Так как φ(x) → φ0  при 
,x → ∞  существует такое подпространство R > 0, что для всех ,x R>  т . е . поле φ(x) вне шара 
радиуса R однозначно задано ортогональной проекцией Pφ(x) на гиперплоскость, ортогональ-
ную φ0c S
2n, т . е . P : S2n → R2n+1 . В интервале 1i ix x x +≤ ≤  определим φi(x) условием 
 ( ) ( ) ( ),i iP x f x x P xϕ = − ϕ
где f : R → R – гладкая монотонно уменьшающаяся функция с граничными условиями 
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Построенные таким образом гладкие поля φi(x) на компактном носителе, которым является 
шар радиуса 1 ,ix +  совпадают с φ(x) внутри шара радиуса ,ix  т . е . ( ) ( ),i ix x d dϕ → ϕ ϕ → ϕ  
и * *iϕ w → ϕ w  при i → ∞ .
Заметим, что внутри шара радиуса R, т . е . при ,x R≤  ,id dϕ = ϕ  а вне шара (т . е . при x R≤ )
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для всех векторов касательного пространства X c TxR
4n–1 . Следовательно, для любых x  выпол-
няется цепочка неравенств
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Таким образом, 
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Поскольку в силу сделанных предположений о конечности энергии и ограниченности асим-
птотической разности 0ϕ − ϕ  правая часть этого выражения является квадратично интегрируе-
мой, можно воспользоваться теоремой Лебега о мажорируемой сходимости (см ., напр ., [13]), 
ограничивающей член Дирихле в функционале энергии (1) как 
2 2
22id dϕ → ϕ  при i → ∞ .
Аналогично, можно показать, что член 
2*
iϕ w  также ограничен сверху квадратично интегри-
руемой функцией и следовательно 
2 2* *
2 2i
ϕ w → ϕ w  при i → ∞ . Таким образом, в этом пределе 
E(φi) → E(φ) .
 Таким образом, поскольку φi гомотопно φ, и Q(φi) = Q(φ) для всех ,x R>
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GENERALIZED HOPFIAN GROUPS IN HIGHER-DIMENSION SPACES
Summary
We discuss the possibility of constructing topological solitons which generalize the Hopfian field configurations in the scalar 
Faddeev–Skyrme model extended to the case of spaces with the dimensions d = 4n – 1, n c  . The fields of the model are the 
Hopf maps φ : R4n–1 → S2n with the usual vacuum boundary condition φ(x) → φ0 as  .x → ∞  These soliton configurations are 
labelled by the topological invariant Q, which generalizes the first Hopf invariant of the map S 3 → S2 . We have demonstrated that 
there is a topological energy bound 1 ,
d
dE c Q +≥  which generalizes the Vaculenko–Kapitansky inequality .
